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摘 要：块对角表示（BDR）模型可以通过利用线性表示对数据有效地进行聚类，却无法很好地利用高维数据常见

的非线性流形结构信息。针对这一问题，提出了基于近邻图改进的块对角子空间聚类（BDRNG）算法来通过近邻图来

线性拟合高维数据的局部几何结构，并通过块对角约束来生成具有全局信息的块对角结构。BDRNG同时学习全局

信息以及局部数据结构，从而获得更好的聚类表现。由于模型包含近邻图算子和非凸的块对角表示范数，BDRNG采

用了交替最小化来优化求解算法。实验结果如下：在噪声数据集上，BDRNG能够生成稳定的块对角结构系数矩阵，

这说明了BDRNG对于噪声数据具有鲁棒性；在标准数据集上，BDRNG的聚类表现均优于BDR，尤其在人脸数据集

上，相较于BDR，BDRNG的聚类准确度提高了8%。
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Improved block diagonal subspace clustering algorithm based on neighbor graph
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Abstract: Block Diagonal Representation（BDR）model can efficiently cluster data by using linear representation，but
it cannot make good use of non-linear manifold information commonly appeared in high-dimensional data. To solve this
problem，the improved Block Diagonal Representation based on Neighbor Graph（BDRNG） clustering algorithm was
proposed to perform the linear fitting of the local geometric structure by the neighbor graph and generate the block-diagonal
structure by using the block-diagonal regularization. In BDRNG algorithm，both global information and local data structure
were learned at the same time to achieve a better clustering performance. Due to the fact that the model contains the neighbor
graph and non-convex block-diagonal representation norm，the alternative minimization was adopted by BDRNG to optimize
the solving algorithm. Experimental results show that：on the noise dataset，BDRNG can generate the stable coefficient
matrix with block-diagonal form，which proves that BDRNG is robust to the noise data；on the standard datasets，BDRNG
has better clustering performance than BDR，especially on the facial dataset，BDRNG has the clustering accuracy 8% higher
than BDR.

Key words: neighbor graph; Block Diagonal Representation (BDR); sparse representation; subspace clustering; high-

dimensional data

0 引言

高维数据聚类是图像表示和压缩［1］、基因表达分析［2］和

计算机视觉领域［3］中重要的研究课题之一。高维数据聚类会

导致严重的维度灾难，同时花费较大内存和较长的运算时间。

近年来，子空间聚类被视为高维数据聚类分析的有效方法之

一。子空间聚类假设高维数据是多个低维子空间的并集，数

据可以在低维空间中进行重构，从而降低高维数据对内存和

时间复杂度的要求［4］。
稀疏表示（Sparse representation）旨在通过特定空间数据

文章编号：1001-9081（2021）01-0036-07 DOI：10. 11772/j. issn. 1001-9081. 2020061005

收稿日期：2020⁃05⁃31；修回日期：2020⁃09⁃02；录用日期：2020⁃09⁃03。
基金项目：国家自然科学基金资助项目（61502108，61876042，61876043）；NSFC-广东联合基金资助项目（U1501254）。

作者简介：王丽娟（1978—），女，河北邢台人，副教授，博士，主要研究方向：数据挖掘、机器学习； 陈少敏（1994—），女，广东汕头人，硕士研

究生，主要研究方向：数据挖掘、子空间聚类； 尹明（1975—），男，湖南永州人，副教授，博士，主要研究方向：机器学习、模式识别、图像处理；

许跃颖（1984—），男，广东汕头人，讲师，硕士，主要研究方向：互联网应用； 郝志峰（1968—），男，江苏苏州人，教授，博士，主要研究方向：机器

学习、人工智能； 蔡瑞初（1983—），男，浙江温州人，教授，博士，主要研究方向：机器学习、数据挖掘； 温雯（1981—），女，江西赣州人，副教授，

博士，主要研究方向：支持向量机、模式识别。



第 1期 王丽娟等：基于近邻图改进的块对角子空间聚类算法

的稀疏表示重构数据或揭示数据本质特征［5］。稀疏表示在新

的基或字典基础上使用尽可能少的非零系数重构数据。

Elhamifar 等［6］基于一维稀疏性提出了稀疏子空间聚类

（Sparse Subspace Clustering，SSC），使每个数据仅用一个子空

间其他数据的线性组合来表示。SSC仅考虑每个数据的稀疏

表示，缺乏对数据全局结构的描述。为获得数据集全局结构，

2010年，Liu等［7］进一步利用了二维稀疏性提出了基于低秩表

示（Low-Rank Representation，LRR）模型的子空间聚类方法。

然而，LRR通过奇异值分解的方式来求解秩的最小化，复杂度

较高，不利于实际应用。在理想情况下，即子空间相互独立的

情况下，这些方法及其拓展方法通过稀疏或者低秩约束保证

了系数表示矩阵的块对角结构。块对角的系数表示矩阵能够

使得：同一子空间内数据靠近，不同子空间数据远离，从而获

得较好的聚类结果。因此，系数矩阵呈块对角结构被认为是

解决子空间聚类问题重要性质。由于实际数据集往往含有噪

声和异常数据，无法满足子空间聚类的理想条件。针对这些

问题，人们提出了一系列的改进模型和方法。Feng等［8］提出

了显式的块对角约束的 SSC（Block Diagonal-SSC，BD-SSC）和

LRR（Block Diagonal-LRR，BD-LRR）通过在稀疏表示模型的

基础上加入块对角约束使得稀疏表示模型的系数表示矩阵块

对角更加稳定。Lu等［9］提出了最小二乘回归子空间聚类

（Least Squares Regression for subspace clustering，LSR），可以

将高度相关的数据聚合在一起，与此同时，LSR对于噪声具有

一定的鲁棒性。在 LSR提出的强制块对角（ Enforced Block
Diagonal，EBD）的基础上，Lu等［10］继续拓展了 EBD，提出了

块对角表示（Block Diagonal Representation，BDR）模型，在数

据稀疏优化同时增加改进块对角约束，简化了优化过程，提升

了优化效率。与 SSC和 LRR相比，BDR的稀疏优化和块对角

约束同时得以满足实现，能够确保子空间聚类结果更优，使得

同一类数据彼此靠近，不同类数据相互远离。

稀疏表示的子空间聚类方法希望用尽可能少的数据点线

性组合来表达高维数据。实际上，高维数据集内嵌不同的流

形几何结构，而且数据点通常分布在这些流形结构上。这些

非线性流形几何结构中，往往蕴含着一些关于图像的细节内

容的描述，可以有助于模型对于数据的结构学习。然而，线性

的子空间表示方法无法有效利用高维数据中非线性的流形几

何结构。针对这一问题，研究者提出基于核的子空间聚类方

法，学习高维数据中的非线性信息。Patel等［11］提出了核稀疏

子空间聚类（Kernel Sparse Subspace Clustering，KSSC）以及

Xiao 等［12］ 提 出 了 核 低 秩 表 示 （Kernel Low-Rank
Representation，KLRR）模型。这些方法通过在稀疏表示模型

中引入核方法，强化模型学习非线性流形结构的能力。Ji
等［13］在自适应低秩核子空间聚类（adaptive Low-Rank Kernel
Subspace Clustering，LRKSC）中提出了一种能够处理非线性

模型的内核子空间聚类方法，使得隐式特征空间中的映射数

据不仅低秩，而且具有自表达能力；Xie等［14］在隐式块对角线

低秩表示（Implicit Block Diagonal Low-rank Representation，
IBDLR）模型中提出将隐式特征表示和块对角线合并到 LRR
模型中，既解决了解决隐式特征空间中的聚类问题，同时使得

获得的稀疏表示矩阵呈块对角状。但是，通过核方法求解高

维数据聚类的方式往往需要较大时间和内存开销，因此无法

应用于实际应用之中。

为了解决上述问题，本文提出一种基于近邻图的块对角

子空间聚类算法，即基于近邻图改进的块对角表示（improved
Block Diagonal Representation based on Neighbor Graph，
BDRNG）模型。通过近邻图学习，可以通过局部线性来拟合

局部流形结构，从而获得局部流形结构。相比起复杂耗时的

核方法，近邻图学习简单，通过更少的时耗获得数据集内的流

形结构信息。BDRNG通过块对角约束来揭示高维数据的全

局结构；通过近邻图来学习高维数据内在的局部流形结构信

息。本文通过仿真实验和真实数据集的验证表明，本文方法

优于其他相同类型的子空间聚类方法。

1 相关工作

1. 1 子空间聚类

设数据集X = [ x1，x2，…，xn ] ∈ RD × n ，数据属于 k个子空

间 { S i} ki = 1的并集。稀疏子空间聚类将数据表示为同一子空

间内其他数据的线性组合，即，同一类数据可以相互表示X =
XZ，其中Z ∈ Rn × n为稀疏系数矩阵。换言之，当 x i ∈ X j ( i ≠ j )
时，Zi，j ≠ 0；而不同类数据的表示系数 Zi，j 则为 0，即当

x i ∉ X j ( i ≠ j )时，Zi，j = 0。在实际情况中，数据往往受到噪声

和奇异样本影响，所以，数据常表示为X = XZ + E，E为奇异

样本或者噪声。一般稀疏表示的子空间聚类模型可以统一描

述为：
min
Z
J (Z ) = F (E ) + λR (Z )

s.t. Z ∈ C
其中：J (Z )为目标函数，F (E )为数据项，R (Z )为正则项或者

惩罚项；C为系数矩阵Z的约束集合，λ ≥ 0为正则参数。稀疏

表示的子空间聚类算法对系数表示矩阵 ||Z||引入不同的稀疏

约束来发现数据内在的结构，例如基于一维稀疏性的 SSC或

者基于二维稀疏性的 LRR等。在理想子空间条件下，Z具有

理想的块对角结构。最后，利用 Z构造数据的相似度矩阵

Y = ||Z|| + ||Z||T2 ，并通过谱聚类算法［15］获得最后的聚类结果。

1. 2 块对角约束

当子空间聚类的系数表示矩阵具有块对角结构，聚类结

果较好。从直观意义上来理解，块对角结构可以很好地描述

聚类目标——类内数据密集、类间数据稀疏。Feng等［8］提出

了BD-SSC和BD-LRR，将块对角约束引入 SSC和LRR。但是，

块对角约束属于NP-hard问题，通过投影迭代法优化，计算效

率不高。Lu等［10］提出了块对角表示模型BDR。在BDR中，块

对角约束通过 ℓ1-范数松弛，正则项可以有效优化。BDR直接

约束系数表示矩阵为块对角形式，具有较高的优化效率，同时

系数表示矩阵的块对角形式更加稳定。

假设矩阵 Z ∈ Rn × n是系数表示矩阵，满足 Z ≥ 0且 Z =
ZT。Z的拉普拉斯矩阵记为 LZ，LZ = diag (Z1) - Z，其中，1表

示全为 1的向量。已知数据集为 k类，k-块对角正则项定义

如下：

||Z||k = ∑
i = n - k + 1

n

λi (LZ ) （1）
其中，λi (LZ )是 LZ的降序特征值，i = 1，2，…，n，且因为 LZ > 0
所以λi (LZ ) ≥ 0，k代表类数。

1. 3 近邻图学习

高维空间下，数据点沿着高维数据内嵌的流形结构分布。

因此，流形学习被视作为高维数据非线性降维的常用方法。
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流形学习的局部不变性假定，对于某一特定的数据点以及在

原始空间中与该点接近的邻域点，在投影空间中依然接近［16］。

这些局部几何结构可以由近邻图表达，通过近邻图局部线性

拟合数据点，从而学习到局部几何结构。对于给定的数据集

X，每个数据点 x i的 k个近邻信息记录在邻接矩阵N ( i )中，Wi，j

表示第 j数据点对于第 i数据点局部线性拟合重建的权重贡

献。权重矩阵W学习的目标函数旨在能够通过局部线性表达

拟合几何结构来尽可能多地保留局部信息，从而使得数据与

其线性拟合重构数据的误差尽可能小，定义如下：

min
Wi，j







x i - ∑

x j ∈ N (i)
Wi，jx j

2

F
（2）

s.t. ∑
x j ∈ N (i)

Wi，j = 1
因此，通过利用近邻图捕获的局部几何结构信息，可以弥

补以往线性子空间聚类表示模型对于高维数据中流形几何结

构信息处理的不足，从而提高子空间聚类表示模型对高维数

据的聚类准确度［17］。

2 近邻图增强块对角子空间聚类

近邻图能够有效地学习数据局部结构信息，块对角表示

可以获得全局的数据结构信息，因此，本文提出在块对角表示

模型中引入了近邻图学习，从而改善目前子空间聚类算法无

法有效利用高维数据的局部几何结构信息的问题。本文将式

（2）改写为矩阵形式：

tr (X ( I - W* )T ( I - W* )XT ) （3）
s.t. ∑

x j ∈ Ν (i)
Wi，j = 1

当 获 得 权 重 矩 阵 的 最 优 解 W *， 设

LM = (Ι - W* )T ( I - W* )，可以构建数据局部几何结构正则项

——tr (XLMXT )。
2. 1 近邻图正则化的块对角表示模型

在基于块对角表示模型的子空间算法引入数据局部结构

信息，从而增强模型对于高维数据内嵌的流形结构的学习。

本文将 tr (XLMXT )作为近邻图正则项加入到本文模型中，提

出BDRNG模型如下：

min
Z

1
2 ||E||2F + β tr (ZLMZT ) + γ||Z||k （4）

s.t. X = XZ + E，diag (Z ) = 0，Z = ZT，Z ≥ 0
其中：Z为系数表示矩阵，β、γ为用于平衡对应项的正系数。

由于数据集X学到的流形结构对其对应的块对角表示系数矩

阵Z也有相似的流形结构，可以将X替换为Z［18］。块对角约

束需要强制Z为非负和对称，从而限制Z的表示能力。根据

文献［10］，引入中间项B，减少块对角约束对B的影响，并将

模型改写为：

min
Z，B

1
2 ||E||2F +

λ
2 ||Z - B||2F + β tr (ZLMZT ) + γ||B||k （5）

s.t. X = XZ + E，diag (Z ) = 0，Z = ZT，Z ≥ 0
其中：λ为平衡松弛项的正系数。

λ
2 ||Z - B||2F可以将Z、B的求

解子问题变为凸问题，从而可以得到唯一的稳定解。||B||k改
写为 min

G
LB，G ，其中 0 < G < 1，tr (G ) = k。根据本文 1. 2节

中的内容，可以得到BDRNG最终的模型为：

min
Z，B，G

1
2 ||E||2F +

λ
2 ||Z - B||2F + β tr (ZLMZT ) +

λ diag (B1) - B，G
（6）

s.t. X = XZ + E，diag (Z ) = 0，Z = ZT，Z ≥ 0，
0 < G < 1，tr (G ) = k

2. 2 求解BDRNG
本文将当前迭代次数记作 t，那么Bt就代表第 t次迭代时

矩阵B的值。BDRNG可以通过交替更新G、Z、B来求解，获得

最后的系数表示矩阵。

固定B = BT，更新Z t + 1、G t + 1：

{G t + 1，Z t + 1} = arg min
G，Z

1
2 ||E||2F +

λ
2 + ||Z - B||2F +

β tr (ZLMZT ) + γ diag (B1) - B，G （7）
s.t. X = XZ + E，diag (Z ) = 0，Z = ZT，Z ≥ 0，

0 < G < 1，tr (G ) = k
而式（7）可以简化为分别更新Z t + 1，G t + 1。对于G t + 1：
G t + 1 = arg min

G
diag (B1) - B，G （8）

s.t. 0 < G < 1，tr (G ) = k
其中，式（8）通过 G t + 1 = UUT求解 G t + 1，其中 U ∈ Rn × k是由

diag (B1) - B的 k个最小的特征值对应的特征向量组成［10］。

对于更新Z t + 1的子问题，更新计算如式（9）：

Z t + 1 = arg min
Z

1
2 ||E||2F +

λ
2 ||Z - B||2F + β tr (ZLMZT ) （9）

s.t. X = XZ + E，diag (Z ) = 0，Z = ZT
把式（9）记为二次函数 f (Z )，令 f (Z )的导数为 0，得到

式（10）：

(XTX + λI )Z + βZLM = XTX + λB （10）
可以用西尔维斯特方程求得唯一解；

固定Z = Z t + 1，G = G t + 1，更新B：

Bt + 1 = arg min
B

λ
2 ||Z - B||2F + γ diag (B1) - B，G （11）

根据参考文献［10］中的证明，式（11）可以通过 Bt + 1 =
Z - γ

λ
(diag (G )1T - G )求解B。

利用谱聚类方法［15］将数据集划分成 k个簇，输出最后聚

类的结果。

算法1 BDRNG算法。

输入 数据集矩阵X ∈ RD × n，聚类簇数 k，最大迭代次数

Tmax，迭代终止阈值 tol以及近邻图正则项LM；

步骤1 初始化 B0、Z0、G0。
步骤2 更新G。

步骤3 更新Z。

步骤4 更新B。

步骤 5 计算max (|Z t + 1 - Z t|，|Bt + 1 - Bt|)判断是否小于

或等于迭代终止阈值 tol：如果小于 tol，则结束循环，进入步骤

7；否则进入步骤6。
步骤 6 重复步骤 2~5，达到最大迭代次数 Tmax时，结束

循环，进入下一步。

步 骤 7 根 据 Z，B 计 算 数 据 相 似 性 矩 阵 Y，Y =
||Z|| + ||ZT||

2 或Y = ||B|| + ||BT||2 。

输出 利用Y，通过谱聚类划分成 k个簇，输出最后聚类

的标签划分。
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2. 3 时间复杂度分析

在 BDRNG中，LM的计算以及和 Z的求解的时间复杂度

较高，当数据集为 X ∈ Rn × n，局部线性表示的权重矩阵

W * ∈ Rn × n的计算时间复杂度为O (Dn2 + (D + K )K 2n )，其中，

K为KNN算法所设定的邻域大小［18］。根据W *，LM的计算时间

复杂度为O (n2 )。Z ∈ Rn × n通过标准西尔维斯特方程进行求

解，时间复杂度为O (Tmax (n2 ))，Tmax为程序最大迭代次数。在

模型学习中，LM只需要一次计算，不需要迭代更新，所以LM的
计算时间复杂度不计入程序总时间复杂度。因此，算法总时

间复杂度为 O (T (n2 ))，其中 T为 BDRNG迭代次数。BDRNG
与其他算法运行时间结果对比详见本文3. 4节。

2. 4 收敛性证明

在本文中，本文通过交替最小化来更新模型。本文将式

（3）标记为 f (Z，B，G )。并设，S1 = { diag (B ) = 0，B = BT，B ≥
0 }，S1的指示函数记为 lS1，以及 S2 = { 0 < G < 1，tr (G ) = k }，S2
的指示函数记为 lS2。

在更新G t + 1子问题中，有：
f (Z t，G t，Bt ) + lS2 (G t + 1 ) ≤ f (Z t，G t，Bt ) + lS2 (G t )

其中，G t ∈ S2，可得 ||G t|| ≤ 1，所以G t是收敛的。

在更新Z t + 1子问题中，有：

f (Z t，G t，Bt ) ≤ f (Z t，G t，Bt ) - λ2 ||Z t + 1 - Z t||2F
这说明Z t 的更新也是收敛的。

在更新Bt + 1子问题中，有
f (Z t，G t，Bt ) + lS1 (Bt + 1 ) ≤
f (Z t，G t，Bt ) - λ2 ||Bt + 1 - Bt||2F + lS1 (Bt )

综上，本文将所有的子问题合并之后，可以得到：
f (Z t + 1，G t + 1，Bt + 1 ) + lS1 (Bt + 1 ) + lS2 (G t + 1 ) ≤
f (Z t，G t，Bt ) + lS1 (Bt ) + lS2 (G t )
- λ2 ||Bt + 1 - Bt||2F - λ2 ||Z t + 1 - Z t||2F

因此，f (Z t，G t，Bt ) + lS1 (Bt + 1 ) + lS2 (G t + 1 )单调递减。同

时 ，G t 和 diag (Bt1) - Bt 均 为 半 正 定 ，所 以 ，本 文 有

G t，diag (Bt1) - Bt ≥ 0。 因 此 ，本 文 有 f (Z t，G t，Bt ) +
lS1 (Bt + 1 ) + lS2 (G t + 1 ) ≥ 0。

综上，当 t = 0，1，2，…，∞时，本文有∑
t = 0

+∞ λ
2 (||Bt + 1 - Bt||2F +

||Z t + 1 - Z t||2F ) ≤ f (Z0，G0，B0 )。所以，本文有：
G t + 1 - G t → 0
Z t + 1 - Z t → 0
Bt + 1 - Bt → 0
综上所述，本文的模型是收敛的。

3 实验结果与分析

为了验证BDRNG的有效性，本文分别在仿真数据集和标

准数据集上进行了实验。本文选用的测试对比算法包括：本

文提出的算法 BDRNG、稀疏子空间聚类（Sparse Subspace
Clustering，SSC）［6］、低 秩 表 示（Low-Rank Representation，
LRR）模 型［7］、块 对 角 表 示（Block Diagonal Representation，
BDR）模型［10］、自适应低秩核子空间聚类（adaptive Low-Rank
Kernel Subspace Clustering，LRKSC）［13］、隐式块对角线低秩表

示（Implicit Block Diagonal Low-rank Representation，IBDLR）

模型［14］6种算法。由于BDR中会生成 2个可以作为最后聚类

划分的系数表示矩阵BDR（Z）和BDR（B），本文在具体对比结

果评价中，将分别提供BDR（Z）和BDR（B）最后聚类结果作为

对比方法的评价结果之一。由于其中一个矩阵作为另外一个

矩阵的求解的中间项，例如BDR（B）作为BDR（Z）求解的中间

项引入到模型中，两者的迭代更新共享同一个更新过程。

BDRNG同理。

本文采用聚类正确率（clustering Accuracy，ACC），归一化

互信息（Normalized Mutual Information，NMI）［19］和调整兰德指

数（Adjusted Rand Index，ARI）［20］作为评价指标。

ACC是衡量聚类表现最通用及简单的方法，可以作为评

价整体聚类结束之后，数据集中正确聚类的数据点个数；但

ACC无法说明更多关于聚类结果好坏的原因。NMI可以测量

聚类结果和原本类的预标记标签之间的相互关系。如果聚类

的结果和原来数据集标签非常相似，则说明模型可以很好地

对数据点进行划分。但是在聚类过程中，得到的类别标签无

法很好地说明聚类的准确度。聚类更多考察的是这些类别的

分布和样本真实类别分布的相似度，换言之，同一个簇内，样

本的相似度比其他不同类别的样本相似度更好，才能说明聚

类的效果更好。兰德指数（Rand Index，RI）将聚类的过程视

作为一个决策的过程，对数据集上所有的点进行两两配对，当

且仅当两个数据点相似时，才将其归为一类。RI的取值范围

在［0，1］区间，0代表聚类效果非常差。但当类数越来越多

时，RI对于两个数据点随机地划分，其RI值不为一个接近于

0的常数，即RI值无法很好地反映真实的聚类结果。所以本

文采用的是ARI作为评价依据，ARI可以很好解决RI的随机

划分问题，ARI取值范围在 [ -1，1]区间，ARI越接近 1，说明模

型聚类的效果更符合真实样本的分布［20］。
ACC、NMI、ARI的值越大说明聚类的表现效果越好。所

有实验结果为各个模型在数据集上面调优之后，分别运行 20
次聚类的平均结果作为最后评价依据。

3. 1 仿真数据集

本文在 500维空间内随机选取 5个不相交的子空间，每个

子空间的秩为 75维，每个子空间随机选取 150个样本点。鲁

棒性实验数据在干净数据集上随机生成 10%、20%、30%的高

斯噪声，即从无噪声到含有30%噪声的数据集。

如果系数表示矩阵如果有很好的块对角属性，那么子空

间聚类算法将得到较好的聚类结果。图 1中对比了 BDRNG
在仿真数据库上从干净数据集到 30%噪声的表现效果。在

图 1中可以看到，即使噪声等级上升，BDRNG所生成的系数

表示矩阵依然保持不错的块对角形式。

BDRNG和 LRR、SSC、IBDLR、BDR四种方法在仿真数据

集上的实验结果如表 1所示。从表 1中可以看出：BDRNG具

有较好的聚类性能。图 2为在 20%噪声下各方法的系数表示

矩阵可视化图。可以看出BDRNG在 20%噪声的仿真数据库

上相较于其他方法有更好的块对角形式的表现。在 20%噪

声下，LRR的系数矩阵块对角形式被严重破坏，SSC的系数矩

阵块对角形状隐约可见，BDR的系数矩阵块对角边界模糊而

图 1 BDRNG在不同噪声比例下生成的系数表示矩阵可视化图

Fig. 1 Visualization of coefficient representation matrices
generated by BDRNG with different noise ratios
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IBDLR的系数矩阵比上述 3种算法较好，然而依旧存在着块

对角形式外模糊的现象。由此可见，在 20%噪声下，对比方

法都存在被噪声不同程度干扰的现象，而BDRNG可以使得系

数表示矩阵保持较好的块对角形式。BDRNG在BDR的基础

上增加非线性学习正则算子。当处理噪声数据时，BDRNG比

BDR系数矩阵获取的块对角结构更具有鲁棒性。这说明了引

入的正则算子可以有效地利用非线性结构数据，有助于模型

对于数据内在的结构学习和提升了模型对于数据集的表达

能力。

随着噪声比例变高，聚类问题就会变得更加困难。为了

更好地观察、分析各个算法在不同噪声程度下的影响，本文对

比 LRR、SSC、BDR、IBDLR和BDRNG在 0~20%噪声条件下的

聚类表现。随机初始化 50组参数进行实验。所有参数均在

{1E - 5，1E + 5 }内变化。在无噪声的情况下，除了 LRR以

外，其他所有方法最大聚类准确度均可以保持 100%完美的

聚类表现。随着噪声等级上升的过程中，其他方法的平均聚

类准确度快速下降，而BDRNG的下降幅度相对较为平缓。在

10%噪声条件下，LRR、SSC、IBDLR的平均聚类准确度快速下

降到 50%及以下。由表 1可以看出，在噪声比例上升的过程

中，BDRNG的聚类准确度的中位数（Med）依旧可以保持在

85%以上，而其他方法的 50次聚类准确度的中位数已经快速

下降。由此可以看出，本文提出的方法在引入非线性结构学

习算子后，可以增强线性的子空间聚类算法的鲁棒性。

3. 2 标准数据集

本节选用标准数据集：ORL［21］、COIL-20［22］和 CIFAR-

10［23］，通过这 3个标准数据集对比分析各个算法的聚类性能。

ORL数据集包含 40个人在不同光照条件、面部细节和面部表

情下 10幅人脸图像。COIL20数据集是由 20个物体组成的总

共 1 440幅灰色图像。每个物体以 5°为拍摄固定间隔角度进

行拍摄，总共拍摄 72幅图片。CIFAR-10数据集包含 10个类

别：飞机、汽车、鸟类、猫、鹿、狗、青蛙、马、船和卡车。每个类

别包含 6 000幅图像。为了降低内存和计算成本，在每个类别

中随机选择 100个样本，通过使用 ILSVRC（ImageNet Large
Scale Visual Recognition Challenge）［24］上的卷积神经网络作为

特征提取器，将每个图像表示为 2 048维向量，因此，本文实验

中使用的CIFAR-10数据集大小为 2 048×1 000。部分数据集

示例样本如图3所示。

在本节实验中，选用了 LRR、SSC、BDR（包括 BDR（Z）和

BDR（B））、IBDLR、LRKSC作为实验的对比方法。各个对比方

法先通过 {1E - 5，1E + 5 } 的区间内进行调整参数实验，具体

实验设置可参考 3. 3节；其次，再进行随机参数实验，即随机

进行了 2 000次的随机参数设置，进行实验；最后，选择了聚类

效果最佳的实验结果作为最后对比评价依据。

从表2可以得到如下结论：

1）BDR、IBDLR和BDRNG为块对角表示模型为基础或是

引入块对角约束正则项。实验结果表明，在这 3个数据集上，

BDR、IBDLR、BDRNG均有明显优于LRR和SSC。这说明了块

对角约束确实有效提高了聚类效果。此外，BDRNG又在

BDR 的基础上，强化了数据局部几何结构的学习，补充了局

部几何结构信息。相比起 BDR，本文提出的 BDRNG，包括

BDRNG（Z）和BDRNG（B），均取得了更好的聚类效果。这说

明学习局部几何结构信息之后的子空间聚类算法对于最后聚

类效果确实有所助益。

2）ORL为人脸数据集，人脸数据有强非线性结构。在

ORL 上，BDRNG 的表现明显优于其他算法。这是因为

BDRNG通过近邻图学习了数据集的非线性结构。通过

图 2 各算法在 20%噪声条件下的仿真数据集下

生成的系数表示矩阵可视化图

Fig. 2 Visualization of coefficient representation matrices
generated by different algorithms with 20% noise

表1 各算法在不同噪声条件的仿真数据集上的聚类准确度 单位：%
Tab. 1 ACCs of different algorithms on synthetic dataset with different noise ratios unit：%

Method
LRR
SSC
BDR（Z）
BDR（B）
IBDLR
BDRNG（Z）
BDRNG（B）

Noise-Free
Max
98. 77
100（（1））
100（（22））
100（（20））
100（（22））
100（（26））
100（（20））

Med
91. 06
96. 13
99. 74
99. 74
79. 79
100
99. 74

Mean
64. 79
76. 12
98. 12
85. 73
62. 04
95. 80
91. 79

10% Noise
Max
95. 70
96. 53
100（（12））
100（（7））
100（（16））
100（（19））
100（（14））

Med
22. 47
29. 53
98. 40
97. 67
79. 79
99. 13
98. 54

Mean
26. 47
30. 14
73. 28
71. 49
57. 29
89. 82
84. 54

20% Noise
Max
90. 07
93. 13
100（（3））
100（（1））
100（（4））
100（（2））
100（（2））

Med
20. 92
24. 12
33. 34
29. 47
30. 04
90. 27
87. 13

Mean
22. 41
25. 23
47. 90
48. 62
50. 90
71. 17
69. 16

注：*括号中的数字为聚类为100%出现的次数；Max表示最大值，Med表示中值，Mean表示均值。

表2 在各标准数据集上各方法聚类表现比较 单位：%
Tab. 2 Comparison of clustering performance of

different methods on different datasets unit：%
方法

LRR
SSC
BDR（Z）
BDR（B）
IBDLR
LRKSC
BDRNG（Z）
BDRNG（B）

ORL
ACC
56. 84
60. 27
75. 95
76. 20
75. 41
80. 25
82. 25
84. 00

NMI
75. 87
78. 77
86. 95
87. 07
86. 23
87. 66
89. 95
90. 59

ARI
30. 07
41. 17
65. 31
66. 36
64. 91
70. 78
72. 72
76. 26

COIL 20
ACC
68. 60
60. 09
81. 38
81. 38
78. 37
83. 63
83. 50
84. 61

NMI
82. 51
71. 34
92. 39
92. 63
88. 02
91. 05
92. 57
93. 57

ARI
63. 51
46. 53
80. 71
80. 77
76. 60
81. 68
83. 05
83. 57

CIFAR-10
ACC
74. 89
75. 30
79. 66
79. 04
79. 11
74. 60
81. 16
80. 21

NMI
59. 97
61. 80
66. 92
65. 96
66. 33
63. 27
67. 98
67. 02

ARI
55. 31
57. 42
62. 88
61. 07
61. 59
54. 63
66. 42
64. 27

图3 部分数据集示例样本

Fig.3 Partial samples of datasets
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BDRNG和BDR的比较，可以看出BDRNG有效地提升了非线

性结构信息的学习效果。除BDRNG以外，ORL数据集上表现

最佳为LRKSC算法。该方法中引入了核方法的学习，同样有

效提高了这类非线性结构信息的学习效果。然而，通过后续

运行时间的分析，发现 LRKSC的耗时非常突出，不适用于大

规模的高维数据的学习。BDRNG通过近邻图得到数据局部

非线性结构信息，优于核方法聚类性能，且时间性能更优。

3. 3 参数分析

在本节里，以ORL数据库为例，分析各个参数对于模型

的影响程度，实验结果如图 4所示。本文提出的模型BDRNG
总共有 3个平衡正则项：λ、γ和 β。将这 3个参数分别分组，在

{1E - 5，1E + 5 }的取值范围内变化其中两个参数，保持另外

一个参数不变（当某一个参数固定时，分别固定变量值设置为

λ = 0.1，γ = 1，β = 1）。

观察图 4，可以发现不同的参数对于 BDRNG学习影响各

有强弱，其中，λ和 β对聚类效果影响更大。首先，当λ取值过

小会导致模型学习效果不佳。在模型迭代更新的初期，B、Z
还没有充分学习。当λ取值过小，该正则项对于迭代更新的

影响变小，无法得到一个好的学习效果［10］。其次，当 β取值较

大时，聚类结果下降明显，这是因为非线性结构学习影响过

大，影响到了原有块对角表示模型的学习，导致最后聚类效果

下降明显。当 β非常小的时候，BDRNG获得的数据局部几何

结构信息非常少，对于模型学习贡献较少。当λ、β均比较小

的时候，BDRNG表现非常差，这是因为块对角表示和数据内

在非线性结构信息均没有有效学到数据信息，导致模型表现

效果差。最后，通过结合各组参数影响图发现，聚类效果变化

趋势由λ或者是 β主导。相比起λ的变化对于模型学习效果

的影响相对较弱，γ的变化没有引起模型聚类效果的明显变

化。从直观上来理解，γ对于模型的影响只有在更新矩阵B的

过程中，同时，γ的作用还受到了λ的制约。所以，相比起λ和

β，γ对于模型最后效果的影响不是非常的明显。

此外，在本文中，除了 λ、γ和 β以外，还有一个隐藏的参

数，即在构造近邻图时使用到的近邻数K。在多次实验中，发

现构造近邻图时所选择的近邻数 K有一定的影响。K越小，

则所构造的近邻图会越集中于局部数据，近邻点对于中心的

影响也会越大，其中，受到噪声的干扰影响也就越大；反之，K

越大，近邻会包括更多的数据点，在其中数据点越多，包含噪

声点的可能性也就越大，导致中心点的重改易受到更多噪声

点的干扰。以ORL数据集为例，从图 5可以看出，随着近邻数

K的变大，聚类效果呈先升后降的趋势，近邻数K在样本数的

1/4处时，可以获得较好的聚类结果。

3. 4 时间复杂度和收敛性分析

本节以ORL数据库为例，对比分析 BDRNG和其他方法

的计算耗时和以及可视化BDRNG模型迭代更新过程的收敛

曲线。由于BDRNG（Z）、BDRNG（B）是共享同一个更新过程，

本实验仅记录模型求解的总耗时，不单独计算BDRNG（Z）或

BDRNG（B）耗时。BDR同理。本节实验随机设置各个对比方

法的参数，进行 100次实验，最后将实验结果平均耗时作为该

对比方法的评价依据（参数变化范围在 {1E - 5，1E + 5 }
之中）。

根据图 6（a）可以看出，LRR（ACC-56. 84%）的计算耗时最

少，但是聚类准确度是所有对比方法中最低。IBDLR（ACC-

75. 41%）和 LRKSC（ACC-80. 25%）是耗时最长的两个方法。

这是因为这些方法中还涉及到了核方法的运算，耗时相对于

其他方法长。然而，高的时间开销并未换来更优的聚类效果。

本文提出的模型 BDRNG（ACC-84. 00%）耗时相对多，但是在

ORL数据集上，BDRNG提升效果最明显。这说明，相比起核

方法，BDRNG通过更少的时间代价学习数据非线性结构信

息，显著提升了聚类准确度。

根 据 本 文 2. 3 节 中 的 内 容 ，算 法 总 时 间 复 杂 度 为

O (T (n2 ))，其中 T为BDRNG迭代次数，n为数据样本个数。图

6（b）为 BDRNG迭代更新中，各项值变化趋势，可以看出

BDRNG的目标函数值呈单调递减，在有限的循环次数内可以

快速达到收敛阈值。综合考虑耗时和聚类表现，BDRNG是性

图 4 各参数在 ORL数据集上对聚类准确度的影响

Fig. 4 Impact of parameters on ACC on ORL dataset

图 5 在ORL数据集上构造近邻图的

近邻数K对聚类结果的影响

Fig. 5 Impact of the number of neighbors
K on clustering performance on ORL dataset

图 6 ORL实验结果

Fig. 6 Results on ORL dataset
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价比最高的聚类模型。

4 结语

针对高维流形数据聚类问题，本文提出了基于近邻图的

块对角子空间聚类算法——BDRNG。该方法不仅考虑原始

数据的局部几何结构，并且结合了数据的全局结构信息。

BDRNG通过近邻图拟合高维数据原始空间中局部几何结构；

同时，通过块状稀疏范数优化生成稳定结构的块对角系数表

示矩阵，描述全局结构信息。实验表明，本文通过学习高维数

据中的局部结构，有效获取高维数据中的流形结构信息，提升

线性子空间表示模型处理高维非线性结构数据的能力。未来

的工作将更进一步研究如何快速和有效获取高维数据流形

信息。
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